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Elevando ambos os membros desta equagio ao quadrado e simplificando o resultado, obtemos,
finalmente,

40x? + 33y* — 24xy + 168x — 168y — 200 = 0,
que ndo contém radicais € € do segundo grau.

Exercicios

3.1. Determine os focos, os vértices e esboce as elipses cujas equagdes sdo:

2 2 2 2
Y Y
—+—=1 —t==1
5% RACRET:
c) 4x* +9y* =36 d) x> +2y* =1

3.2. Deduza uma equagéo da elipse
a) de focos F(0, 1) e F,(0, —1) e eixo maior 4;
b) de focos F(1,1) e F,(—1,—1) e eixo maior 42 .
12 12

3.3. Escreva a equagdo da elipse que contém o ponto (—5— ?) e cujos focos séo

F(7.0) ¢ E(-/7.0).

3.4. Escreva a equagio da elipse de focos F(0, a) ¢ F (0, b) sabendo que um de seus vértices é a origem
equeb>a>0.
3.5. a) Mostre que se P,(x,, y,) satisfaz a equacgéo

2 2

+==1,

QNI =

%)

entdo os pontos Py(—xg, ¥o), P3(Xe, —Yp) € Py(—x; —y,) também satisfazem. ,
b) Conclua, a partir do item a), que a elipse € simétrica em relacfio a cada um de seus eixos e em
relagdo & origem.
3.6. Utilizando régua e compasso, construa uma elipse conhecendo
a) seus focos e 0 eixo maior;
b) seus focos e o eixo menor;
c) seus quatro vértices.
3.7. Mostre que
a) os gréaficos das fungoes definidas por

2 2
f(x)=b /1—"—2 e f(x)=—b h—"—z, —a=<x=a,
a a
sdo semi-elipses;

b) se —a<x,<a e y, = f(x,), aequagdo da reta que contém (x,, y,) € cuja declividade € f(x,) € dada
por

XX,
_°+&=

a® B

Esta reta é chamada tangente a elipse

2 2
f—z-+y—2=1
a> b

no ponto (x,, y,).
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Fig. 3.13

Exercicios

3.13 Determine os focos, os vértices e esboce as hipérboles cujas equagdes sdo:

2 2 2 2

x° y vy X

A A X
V5 AT
¢) 4x2 —9y* +36=0 d)x* —y* =

3.14. Deduza uma equacdo da hipérbole

a) de focos F(3,0) e F\(—3,0) e vértices A(2,0) e A (-2, 0);

b) de focos F(2,2) e Fi(—2, —2) e vértices A(1, 1) e A, (—1, —1).
3.15. Seja P o pé da perpendicular baixada do foco F da hipérbole

2 2

=1

Qlk
(5]
Q‘I\<
[ ¥

auma das assintotas. Demonstre que PF=b e PO=a ,onde O ¢ a origem do sistema de coordenadas.
3.16. Mostre que
a) os gréaficos das funcdes definidas por

fix)=b 1+£:— e f(x)=—b 1+x—j, xeR
V' a V' a

sdo ramos de hipérbole;
b) se y, = fix,), a equagio da reta que contém (x,, y,) € cuja declividade & f*(x,) é dada por

Koy _Xox_
b2 a? '

Esta reta é chamada tangente a hipérbole
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no ponto (x,, y,)-
3.17. Mostre que nenhuma tangente 2 hipérbole

passa pela origem.
3.18. Deduza a equacdo da reta perpendicular & tangente & hipérbole

1o ponto (x,, y,). Esta reta é chamada normal 2 hipérbole no ponto (x,, y,).
3.19. Deduza as equagdes da tangente € da normal a hipérbole

},z —22=1
no ponto (2, 3).

3.20. Determine uma equacéo da hipérbole cujas assintotas sfoy = x ¢ y = —x, sabendo que um de seus
vértices € o ponto (2, 0).

3.3 PARABOLA

Dados um ponto F € uma reta r, chama-se pardbola de foco F e diretriz r ao conjunto de
pontos P do plano tais que

d(P, F) = d(P, r).

Construcio. Pelo foco F tragamos a perpendicular a diretriz r e tomamos sobre esta perpen-
dicular (chamada eixo da pardbola) um ponto C. Por C tracamos uma paralela a r ¢ com abertura
igual a d(C, r) e centro em F determinamos nesta paralela os pontos P e P’ da parsbola. Unindo
os pontos assim construidos, obtemos a pardbola (Figura 3.14).

Observe que se escolhermos o ponto C, sobre o eixo, de modo que d(C, r) < d(C, F), o arco
tracado com centro em F e raio d(C, F) ndo intercepta a paralela a diretriz tragada por C. O ponto
da pardbola mais proximo de r € o ponto O (veja a Figora 3.14b) tal que d(O, r) = d(O, F). Este
ponto é chamado vértice da parabola.
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Fig. 3.14
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que € a equacdo da pardbola.
Nos demais casos, efetuando contas semelhantes, obtemos

I,
=——x
Y 4a
l 2
X =—
4ay
I,
X=—— 5
4ay

que sdo, respectivamente, as equacdes das pardbolas das Figuras 3.15b, ¢ e d. Em todos os casos
. d(F,r)
2 T

Exemplo. O gréfico da equagéo

x::—y2

€ a parabola de foco F(—1/4, 0) e diretriz x =1/4, pois, neste caso, 1/4a = 1, donde a = 1/4.
Veja a Figura 3.16.

1
F(— —
( 4,0)

Fig. 3.16

Exercicios

3.21. Determine o foco, o vértice, a equagdo da diretriz e esboce as pardbolas cujas equagdes sdo:

1, I,
= — b = —
a) y 4x ) X 7

c) y=x’ d) x =2y’

3.22. Deduza uma equagio da pardbola

a) de foco F(0, —1) e diretrizy = 1;

b) de foco F(—1, 0) e vértice (0, 0);

c) de foco F(1, 1) e vértice (0, 0).
3.23. Deduza uma equagéo da pardbola com vértice em V(6, —3) e cuja diretriz é areta 3x — 5y + 1 = 0.
3.24. Prove que toda pardbola cujo eixo é paralelo ao eixo y tem uma equacio da forma

y=ax’+ bx + c.
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Qual € a forma geral das equages cujo eixo é paralelo ao eixo x?

3.25. Deduza uma equagio da parabola que contém o ponto (1, 4), sabendo que seu eixo € paralelo ao eixo
y e que seu vértice é o ponto (2, 3).

3.26. Deduza uma equacio da pardbola que contém os pontos (—1, 12}, (1, 2) e (2, 0) e tem eixo paralelo
ao eixo y.

3.27. Prove que numa pardbola o comprimento da corda que contém o foco e é perpendicular ao eixo é
duas vezes a distncia do foco a diretriz.

3.28. a) Prove que aretax — 2ay,y + x, = 0 € tangente 2 parabolax = ay® no ponto P(x,, y,)-
b) Mostre que a perpendicular a tangente em P(x,, y,) € bissetriz do 4ngulo formado por PF (onde F

€ o foco da pardbola) e a paralela ao eixo da pardbola, que contém P(x,, y,).
3.29. Uma particula se move de modo que no instante ¢ seu vetor posi¢ao €

OP@) = (1, 4t — 7).
Determine:
a) uma equagio cartesiana da trajetoria da particula;
b) o instante em que a particula se encontra mais préxima daretay = 5.
3.30. Sejam a e b niimeros reais tais que b > a > 0 e considere os pontos B(0, 0), B,(0, a + b), F(0,a) e
F(0, b).
a) Mostre que as equacdes da elipse de vértice B e B, e focos F e F, e da parabola de vértice B e foco -
F podem ser escritas, respectivamente, nas formas

2

1 2+i atb

a+by da b *

y=
=—x
= 4a

b) Se os pontos (x, y,) e (x, y,) pertencem, respectivamente, a elipse e & parabola do item a), mostre que

limy,=y,.

b—yoo

¢) A partir dos itens a) e b), conclua que a pardbola de vértice B e foco F pode ser imaginada como
a posicdo limite da elipse de vértices B e B, e focos F e F, quando o foco F, tende para o infinito.

Observacfio. Veja na Segio 3.5 como a elipse pode ser obtida interceptando-se um cone com o plano. A
posicdo limite descrita no item c) corresponde ao caso em que o plano ¢ paralelo a geratriz do cone.

3.4 ROTACAO E TRANSLACAO DE EIXOS

Nos paragrafos anteriores vimos que a equagio de uma conica (elipse, hipérbole ou pardbola)
€ sempre do segundo grau, isto &, é da forma

ax*+ by tcexy +det+ey+f=0.

Vimos, ainda, que quando o sistema de coordenadas é convenientemente escolhido, a equagio
da cdnica reduz-se a uma das formas

x>y

Tt B

x2 yz y2 x2

P e =
1, 1, 1 1, -

=——xty=—xtx= ==y P

Y 4ax Y 4ax * 4ay on X 4ay ®
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YA

As coordenadas dos pontos devem satisfazer a equagio desta pardbola, isto é:

F=a(0y +h{0} +¢
O=a(l1)* +b(l) +c
O=a(3)> +h(3) +c

ou:

c=1
B+t b+e=0
Ga+3b+e=0,

sistema cuja solugio ¢ a=%, b= —:;-— A o

Logo, 2 equagio da paribola é:
y= -;r-x* “ —%-x + 1

7.1.6 Problemas Propostos

Fm cada um dos problemas 1 a 18, estabelecer # equagdo de cada uma das pardbolas,
sabendo que;

1} wértice: V(0, 0); diretriz d: y =-2

L R S

[—
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2)
3)
4)
3)
6)
7
8)
9)
10)
1)
12)
13)
14)
15)
16}
17)

L&}

diretriz e uma equagio para o eixo da pardbela de equagio dada. Esbogar o grifico,

1%)

foco: Fi2,0); diretriz d; x +21=0
virtice: V{0, 0); foco: F(0,-3)

vértice: V{0, 0); foeo: F(-3,0)

foco: F(O,-1); d: y-1=0

vértice: V{0, 0); simetria em relagio ao eixo dos y e passando pelo panto P(2, -3)
virtice: V(-2,3) foco: F(-2,1)

vértice: V{2, -1}, foco: F(5,-1)

vértice: V{4, 1); diretriz d: x +4=0

vértice: V{0, 0); eixo y =0; passa por (4, 5).

wrtice: Vi{-4, 3}, foco: F(-4,1).

foco: F{2, 3); diretriz: y =-1

foco: F(6,4); diretriz: y=-2

foco: F(3,-1); diretriz: x=-%—

vértice: V(1,3); eixo paralelo ao eixo dos x, passando pelo ponto P(-1 -1).

eixo de simetria paralelo ao eixo dos v e passa pelos pontos A(D, 03, B(1,1) e C(3, 1}
eixe de simetria paralelo ao eixo dos vy e passa pelos pontos Py(0, 1), Po(1,0) e Ps(2, 00

eixo paralelo a y =0 e passa por Py(-2,4), P3(-3,2) e Pyi-11,-2)

Em cada um dos problemas 19 a 34, determinar o vériice; o foco, uma equaciio para g

xP=-12y
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24)

25]

26)

T8,

5)

Gh

7)

&)

)

1

1)

¥ = -1 00x

x? = |0y

y:ox=0

yio= 23X

X H4x+ 8y +12=0
X ooy -38=0
yr ok Ay + ek - d44=10
|  Respostas dos problemas propostos
=

:.-'3 = hx

xt==12y

¥y o= sl 2x

e U

in? tdy =0

X Hax +8y -20=0

e

Wi 2y~ 12X ¥ 25=0
Y2y -3+ 129=0
4y? - 25x=10

¥ Ex F By < E=0

27
2E)
29
30}
31
32)
33)

34)

12)
13)

L4}

1G]
17}
18}
19
21

21}

22)

y¥ + 2y len=31=0
yriolhx+2y+49=10
yi_ {2x- 12=0

y =Xt -4 +2

y=4x—x:
Bx= 10 -6y 4y’

Gy =% - Bx 14

(x-2) =8(y-1)
(x-6)° =12y-1)
7

2: ——
(y+1)% = 5(x - =)

(y-3)" =-8(x-1)

1 4
e il
| 3
y=rmxt s Sl
x—ulyz b 2y =
4 -

V0, 0), Fi0,-3), y=3, x=0
Vi, 0y F(-25,0), x=25, y=0

V{0, 0), F(0,2), y=- u;_) F50

VIO, 0), F(=—, 0}, x=-;—, y=0
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23) V(0,0 F{A%-, 0) x=ay=0 2 V(-1,0), F(2,0), x=-4, y=0

Wy Vi, B3 y=L =2 30 VR 2, ¥, - y=-om x=2
28y v(1,-2), F(1,3), y=-7, x=1 31} V{0, 6), Fi0,9), y=3,x=0
| 26 Vi3, -2), Bl Dy %=1, y=-2 ) V@), @, 4y -17=0, x-2=0
| 1) V-2, -1), F(2-1), x=-6, y =1 33) .‘,.(% 2, Fil-lﬂl, 3), 8x +15=0, y-3=0
28 V(3 -1 B, x = = ) V(d,- 5, Fid, Ty, by +11=0, x-4=0 .E
.. 72  AElipsse

Elipse € o lugar geométrico dos pontos de um plang cuja soma das distancias a dois pontos:

fixos desse plano ¢ constante.
Consideremos no plano dois pontos distintes, Fy ¢ Fa, talquea distancia d{F,,Fﬂzzﬁg
Seja um numero real 3 tal que 2a > 2c. ]
Ao conjunto de todos os pontos P do plano tais que;

d(P, Fi) t d(P, Fp) =2a
o
1ﬁ‘rn1 + Iﬁﬂ = 7a

diise o nome de elipse (Fig. 7 2-a).

P By Py
- S
— -
¥ ?_..: \“h\
! £ - L Y M
P & SR
v OFy - |
L e
~ ”
— #.-l"

Figura 7.2-8 Figua T.2b
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Para determinar os focos precisamos do valer de o;

4% = B g2
=4+ ¢
et=75

¢ =85

Portanto, os focos sfo:
Fidl -v5,2) e Fa(l +4/5,2)

Excentricidade: e :f.: }"';_ST_

7.24  Problemas Propostos

Em cada um dos problemas | a 8, determinar os vértices Ay 2 A;, osfocose aexcentr-

cidade das elipses dadas, Esbocar o grifico,

1)

4)

5)

o)

7)

5)

dadas,

X 2
L +__|1"r_: |
10D 36
X2 3

—— e =
EATI T

3425yt =28
Bx? + 5yt _45=
4x* + 9y =25
432 +},: =

4x* + 25y = |
Ox? + 25y? =25

Em cads um dos problemas 9 a 22, determinar a equacio da elipse que satisfaz as condigoes



242 {reometria analitica
9} eixo maior mede 10°e focos (£ 4.0).
10) centro C(0,0), um foco F (3 0) e um séitice A (1, 0)
11} centro C(0,0), um foco F (0, -+/5) e eixo menor mede 4. .
12} eentro C{0, (), eixo menor mede 6, focos no eixo dos x e passa pelo ponte P(-24/5, 2).
13) centro C(0,0), focos no eixo dos %, excentricidade e =-32~ e passa pelo ponto P(2, --';H}.
14)  wvértices A(D, £6) e passando por P(3, 2}.
15) centro €(2,4), umfoco F(5, 4) e excentricidade %
16) eixo maior mede 10 e focos F (2, -1) e Fa(2, S}I.
17) centro C(-3, Q), um foco F{-1, 0) e tangente ao eixo dos y.
18) centro C(-3,4), semi<¢ixos de comprimento 4 e 3 e eixo maior paralelo ao eixo dos x.
19} mesmos dados do problema anterior mas com eixo paralelo ao eixo dos y.
200 wértices Ay(-1.2), As(-7,2) ea medida do eixo menor iguala 2,
21) centro C{2,-1), tangente aos eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos eixos
coordenados.
22} vértices Ay(1,-4) e Ag(l ;"3},- excentricidade ==-§-,

e a excentricidade das elipses dadas. Esbogar o grifico,
(x-2)%  (y+3)
23) 0 + 5 =]

24) 25%* + 16y +50x + 64y~ 311 =0

25)

Em cada um dos problemas 23 a 28, determinar o centro, os vértices A, e A,, os fooos ;'

6

4% +9y° - 24x + 1By +9=0 D)




Ciinicas 23

26) 16x* +y* +64x -4y + 52 =0
27) 16x* +9y —96x + T2y + 144 =0

28) 4x* +9y* ~8Bx-36y+4=0

1.2.5.1 Respostas de problemas propostos

1) C(0,0), A(* 10,0), F(+ 8, 0), e =2

5
2) €(0,0). A0, +10), F(0, +8), e =‘;_
3) C(0,0), A(£5,0), F(22v/6, 0), e = EvT’ﬁ_
4) €(0,0), A0, £3), F(0, £2), e =§
5) C(0,0), A(:r%, 0), F(+ % 0), e = %_
& C0.0),AD, + 1,50, + %), =Y
7) €(0,0), A(t- 0), F(t‘l—?_{;}_ V2T

. 5 4 4
8 C(0,0), A(+3;0), F(+30), e =3

{ 9y 9x? + 25y =225
1) 7% +16v* =7
) 9 +4y? -36=0
12) x* +4y? -36=0
‘ 13) 5xT 49y -45=0
Bx? ¥

g Y

—
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15) x4 16y* - 28x - 128y + 172 =0
16) 25x%+ 16y ~ 100 - 6y ~ 236=0
17) 5x* + 9y +30x=0

18) Ox* + 16y +54x - 128y + 193 =0
19y 16 4 9y? + 9hx -T2y + 144 =0
) AUy +Rx-36y+43=0

21) x4y s 4x+By+4=0 g 3
22) 9x*+S5y? - 18x-20y-151=0 _
23) C(2,-3), Ay(-2, -3), Aq(6,-3), F{M-ﬁ&).ﬁh’;-_ : f
MY G120 AL =70 Asld, 3, Bulet, 83, Fal1 1) =%

25) 0.1 A6, -1 A0, -1 FGAVE, -1 e =Y

) CA-2, 20, Ag=2.-2) As(=2, 6), F(-2,2+3/15), ¢ =€f’—

27) C(3,-4), Ay(3, -8). Az(3,0), F(3, -4 £3/T ) e =i;i

ES] C{_ 1. 2]. AI :."21 l}i ﬁ?‘f“ﬁ E}I-F{] 2 VT. 1]: € =-V'§'-'_

7.3 A Hipérbole

Hipérbole ¢ o tugar geométrico dos pontos de um plano cuja diferenca das distancias, em
valor ahsoluto, a dois pontos fixos desse plano € constante,
Consideremos no planc dois pontes distinios F, ¢ Fy tal quea distingia d(F,, F;)= Ién :
Seja um nimero-real a tal que 2a < 2e
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Sendo:
cd=5* +b*
et =9+7
¢ =4,

os focos sdo; Fi(-6,3) e Fa(2, 3)

7.3.4  Problemss Propostos

Em cada um dos problemas 1 a 10, determinar os vértices, os focos e a excentricidade das
hipérboles dadas. Eshogur o gréfico,

J. R i
L T S
| - |
¥ _:‘fr._ ...!.‘-.-:
2 o0 & !

3) 9x* - 16y? = 144
4} 4x? -5y*+20=0
5) x2-2y1-8=0

6) 3¢ -y +3=0

N x-yi=]

B) x'-y'=2

9 yr-ax?=1

10) 2y -d4x*=1

Em cada um dos problemas 11 a 24, deierminar a equagio da hipérbole que satisfaz as
condigdes dadas.
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11} focos F(+ 5, 0), vértices A(t 3, 0)

12) focos F(O, £ 3), vértices A(0, +2)

13)  wvértices A(* 4,0), passando por P(8, 2)
14) centro C(0,0), eixo real sobre Oy, b=8 & excentricidade % i
15} focos F(O, £5), comprimento do eixo imagindrio 4

6} wértices A(* 3, 0), equagSes das assintotas y =+ 2x

17)  vértices em (5,-2) e (3, -2), um foco em (7,-2)

18) vértices em (5, 5) e (5, -1), excentricidade e=2

19)  centro C(5, 1), um foco em (9, 1), eixo imagindrio mede 4+/7

20) focos Fi(-1,-5) e Fa(8, -5), hipérbole eqiiilitera

21) wértices Ay(-3,-4) ¢ Ay(=3,4), hipérbole eqiiifétera

23y centro C(2, -3), eixo real paralelo a Oy, passando por (3,-1) & (=1, 0)
23) centro (-2, 1), eixo real paralelo a Ox, passando por (0, 2) & (-5, 6)

) focosem (3,4) e (3,-2), excentricidade e=2 ~:.

Em cada um dos problemas 25 a 30, determinar o centro, os vértices, os focos ¢ a excentrl-
cidade das hipérholes dadas, Esbogar o grifico,

25) 9x' -dy? - 18x- 16y -43=0
26) %' -dy’ +ex+24y-31=0
27) 9% -dy? - S4x + 8y + 113=0

28) 4 -y - 32x+4y+24=0
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29) 9x* -y +36x4+ 6y 4+ 63=0
30) 16x - 9y? - pAx- 18y + 199 =10

31) Obter a equagdo reduzida resultante de wma translagio de eixos, classificar, dar os elementos
e Tepresentar graficamente as equagles:

a) X* F 4y —dx- 24y +36=0
Byx® —cy? - fx-dy+11=0
)yl ~Bx+6y+17=0
A3+ -12x+ 8y +19=0
el x2 +2x+8y-15=0

) 9x® - 4y® - 54x+45=0

£) 9y? - 25x% - 90y - S0x =15

7.3.4.)  Respostas dos problemas propostos

AT

1) A(+10,0), F(+ 2+/41,0), e= :

VAl

3

23 A0, £10), F(0, £ 2+/41 ), e=

3) A{t4,0),F(50) e=—

zd|-..u- Laln

4) A0, +2),F(0,+3), e=

$) A 2E 0), F( 24/, 0), e=X0-

2%

6) A(0,+4/3), F(0,£2), e= 3

7y A 1,0)F(2/Z,0), e=v2

8} A(t+/2,0) F(12,0), e=+2
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9 AW+ 1),F0,+ Y2, ¢=Y2

lﬂ} A[u} *T]-F[{Li -'i—'}. #"—E—

11y 16x7 -9y? - 144=10
12) 4x* -5y* +20=0
13) x*-12y* - 16=0
14) 16y* - 9x* -576=0

13) YJ £=1

T

1.5);'-;1-%-1

17) Bx* -y - 64x-dy +116=0
18) %% - 3y" - 10x+ 12y +40=0
19) x* =y - 10x+2y+16=0
20) 2x% -2y* - Bx-20y-51=0
21 X -y +Ex+35=0

22) 5x* - 8y? -20x-48y -25=0
23) 24x* -5y ¥ 96x+ 10y =0

24) 129" -4x® -2y + 24x-51=0

25) C{1,-2), Ay(-1,-2), Aa(3, -2), F(1 /T3, -2), ¢= Y13
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28)

2%

30)

31)

Ci=3, 30, Asl=5, 3), Aql-1,3), F(-3 /5, 3), e = %
C(3, 1), Au(3,-2), Aa(3,4), F3, 1 £4/13), e=$

(4, 2), As(1,2), Ax(7,2), F(4£3 V5,2), e=+5

Vi)

3

'C[*Z, 3)« ﬂli-21—3}‘ hi[h?ﬁ 9}1 F{."Zr Fkid b ] | B

(81 A2 =5), Ar(2, 3 Fa(2, 6 Fa(2,4), o=

2
;—,—j_'?;_+ y'2 =1, elipse, ¢ixo maior#4, eixo menor 2, focos F(2 4 V3 3)

B) ¥'? —y'? =1, hipérbole, ¢ixo real 2, eixo imagindrio 2, Fi4 12, -2)

¢) y'? = 8x', pardbola, p =4, diretriz: x= -1, F{3,-3)

d) 3x'% + 2y'* = 1, elipse, eixo maior V2, eixo menor 2«;'?7‘ B i"\i"i}

¢) x'* =-8y’, parbola, p=-4, F(-1,0), diretriz: ¥ =4

L L
n_’i--lg-:x, hipérbole, eixo real 4, eixo imagindrio 6, F(3 +4/T3, 0)

i iy
g’}%-—%—=], hipérbole, eixo real 10, eixo imagindrio 6, F(~1,5++/3%),

Observagio — A equagio geral do 29 graua duas varidveis, ax? + by® +2exy +dx +ey +1=10,
onde pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢ é diferente de zero, representa wma pard-
bola, uma elipse ou uma hipérbole e serd estudada como aplicagdo das formas gquadraticas

no plano em Algebra Linear*.

# Ypr Capitule 7 de Algebra Lincar, Editora MoGraw-Hill, dos autores.




