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CURVAS NO PLANO R? E NO ESpAcO R?

XIMENA MUJICA

1 Defini¢ao e Exemplos de Curvas no Plano R? e no Espaco R>.

O que é uma curva? De modo intuitivo, uma curva é um objeto geométrico que pode ser representado por um bar-
bante ou arame fino, isto é, trata-se de um objeto unidimensional, seja no plano ou no espaco. Se o barbante ou arame
estiver totalmente esticado, teremos um segmento de reta. Se ele tiver varias partes esticadas, ndo todas paralelas en-
tre si, teremos uma poligonal. O barbante ou arame também pode estar curvado, ou ter partes curvas e outras retas.
Mas, sempre pensamos nhum Unico pedaco de barbante ou arame. Como podemos representar um barbante/arame
usando matemadtica? Vejamos a defini¢ao formal de curva:

1.1 Definicdo: Uma curva, caminhoou trajetéria, no plano R? (espaco R%), é aimagem de uma funcao continua
real a valores no plano R? (espaco R3).

NO PLANO R? NO ESPACO R3
y: IcR — R? y: IcR — R3
t — y(£) = (x(0), y(1) t — yY(8) = (x(2), y(1), 2(1))

Quando estudamos a representagdo paramétrica de uma reta, vimos os primeiros exemplos de como parametrizar
uma curva, tanto no R? quanto no R3:

1.2 Exemplos: !

1. y(8) =(¢,20),t€[-1,1] 2. y() =(¢t,2t,31),t€ [-1,1]
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No curso de Cdlculo de Fungoes uma Varidvel Real, certamente ja viram muitas curvas que representam
graficos de fungdes. Agora queremos ver como representar tais curvas, na forma paramétrica:

1 As figuras aqui apresentadas foram feitas usando o Wolfram Mathematica.
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3. Arco de curva do gréafico de f(x) = x%, do ponto 4. Arco de curva do grifico de f(x) = sen(x), do

(-2,4) ao ponto (1,1): y(1) = (¢, ), te[-2,1]

ponto (—27,0) ao ponto (27,0): y(#) = (¢, sen(f)), t €

[—27m,27]
o 10 o
/,f ~ O'SE ~ .
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Considere o gréfico da funcio f(x) = x%. Parametrize o arco da curva desse grafico como indicado, e faca
um esboc¢o da mesma observando as diferencas entre os casos dados:

5. do ponto (-1, 1) ao ponto (1,1);
Y10 = (5,13, e [-1,1]
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7. do ponto (-2,4) ao ponto (—1,1);
y3(0) = (1, 1%), t € [-2,-1]
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6. do ponto (—1,1) ao ponto (2,4);
Ys(2) = (t,1%), 1€ [-1,2]
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8. do ponto (—1/16,—1/4) ao ponto (1/2,1/4);
ys(t) = (t,12),t € [-1/4,1/2]
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Também hd muitas curvas que ndo se originam de gréficos de funcées de uma variavel real a valor real:
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9. y(t) = (%,-1),t € [-4,4]
A [

10. y(2) = (¢, sen(?), cos(?)), t € [-2m,27]
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11. y(¢¥) = (sen(1),21),t € [-m, 27]

1.3 Exercicios: Faca um esboco das curvas parametrizadas a seguir, indicando o sentido:

a) y(H)=(t,20,t€(1,4]

b) y() =2t 1),t€1,4]

c) y(O)=(-t0n,te[-1,1]

d) y(n=@3t-31),te[-1,1]

e) y()=(-1,0,te[-1,1]

f) y()=(-1,%),te[-1,1]

g y() =(=1,t/3),te[-3,3]

h) y() =, (t/3)%), 1€ [-V3,V3]
i) v =(t1%),t€[0,2]

)y =%0,t€[0,2]

K y)=(-t31),te[-1,1]

D vy =(t,t3),tel,3]

m) y(t) = (t?,—1%),te[-1,1]

n) y(t) = (¢, sen(s)), € [-2x,2n]
o) y(t)=(sen(?),?),te[-2m, 2n]
p) v(0) = (t? sen(t)),te [-m, 7]

q) y(t)=(-t,sen(s)),te[-2m,2n]
1) y(t) = (-t sen(t)),te[-m, 7]

s) y(r)=(t?,-13),te[-1,0]

t) y() = (=t,(t+1)?),te[-3,0]

w y()=(-1,-¢e)te-1,1]

v) y(1) = (e!, cos(t)), t € [~1,4]

w) y(0) = (e !, cos(r)), te[-1,4]

Xx) y(¥) =(cos(?),sen(t)), t € [0, 7]
y) y(¢) =(cos(?),sen(t)),t € [-m,0]
z) y(t) = (cos(t),—sen(?)),te€ [0,n]

Dica: faca uma tabela, colocando os valores de t com os valores correspondentes de x e y.

1.4 Exercicios: Para cada funcdo real de uma variiavel dada abaixo:

i) Faca um esbogo do gréfico da fungao, e escreva a parametrizacao da forma y(¢) = (¢, f(¢)), t€ D I3
ii) Faca um esboco dareflexdo sobre o eixo Ox do grafico da funcao, e dé uma parametrizacao;

iii) Faca um esboco da reflexao sobre o eixo Oy do grafico da funcao, e dé uma parametrizacao;

iv) Faca um esboco darotacdo de angulo 0 = n/2 do gréfico da func¢éo, e dé uma parametrizacao;

v) Facaum esboco da rotagédo de angulo 8 = 7 do gréfico da funcéo, e dé uma parametrizagao;

vi) Faca um esboco da rotagdo de angulo 8 = 37/2 do grafico da funcao, e dé uma parametrizacio;

a) f(x)=x%xe[-1,2]

b) f(x)=sen(x), x€[0,n]

c) f(x)=sen(x),xel[-n/2,m/2]
d) f(x)=cos(x),xe[-m/4,m/4]
e) f(x)=tan(x), x€[0,7/4]

f) f)=1/x,x€e[1/2,2]

g flx)=-x%x€[-1,2]

h) f(x)=x*+1,x€[0,1]

i) fx)=x*-1,x€0,1]

i f(x)=x-1?x€e[0,1]
k f(x)=1-x,x€]0,1]

D) f(x)=3x-1,x€[0,1]

m) f(x)=vx x€(l,4]

n) f(x)=vx—-1,x€el2,5]
0) f(x)=1In(x),x€[l,e]

p fx)=e* x€]0,1]

qQ f(x)z—\/?,xe[lA]

r) f(x)=vxt-1-1,x€[2,5]

Dicas:

s) f(x)—L x€[3/2,3]
T x-1 ’

1
) fx)= @ xe[-1/2,1]

w f=2

T x€[3/2,3]

2

X
v fla)= x+1

,x€[-1/2,1]

3

1. mantenha o dominio, e procure compreender a relacao entre as coordenadas da parametrizacao original com as

da nova parametrizagao.

2. O sentido positivo do dngulo da rotagao é anti-horario, como veremos a seguir ao estudar as coordenadas polares.
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2 Coordenadas Polares

A fim de representar todo tipo de curva no espaco R?, é titil co-
nhecer as coordenadas polares: fixado um semi-eixo Ox, cha-
mado eixo polar e o ponto O chamado pdlo, cada ponto P
do plano fica determinado por suas coordenadas polares (0, p),
onde 6 é a medida em radianos do angulo entre o eixo polar
e o segmento OP, medido nesse sentido, anti-hordrio, e p é o
comprimento do segmento OP; logo, p = 0.

Qual é a relagdo entre o sistema ortogonal de
coordenadas cartesianas, as que habitualmente
utilizamos, e as coordenadas polares? Se fizermos
coincidir as origens do sistema Oxy de coordena-
das cartesianas com o pélo O, e o semi-eixo Ox
com o eixo polar, entdo obtemos a relacdo ao lado:

Se P(x, y) ndo coincide com o pdlo, entdo

Xx = pcos(9)
y=psen(H)

CURVAS NO PLANO R? E NO Espaco R3

o= \/xZTyZ

X
cos(f) = ———
VaZ+y?

{ x = pcos(h)

y=psen(d)
sen(@) =

2.1 Exemplos:

1. Espiral: y(t) = (tcos(#), tsen(t)),0<t <27

Se quisermos que a representacao de cada ponto no plano
seja Unica, é necessdrio utilizar p > 0. No entanto, para diversas
aplicacdes é ttil usar p < 0. Nesse caso como interpretar (p,0)?
Para p < 0 identificaremos (p,0) com seu simétrico em relagao
ao poélo, (—p,0+m), que estd bem definido, uma vez que —p > 0.

~
~

0+

3. Rosacea de 4 folhas:
¥(1) = (cos(21) cos(t), cos(2t) sen(t)),
0<t=<2n

2. Lemniscata: y(f) = (\/ZCOSZ(I') cos(t),
V2cos?(1) sen(t)),0< t<27w

0
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4. Cardiéide: 5. Limacon:
y(#) = ((1 - cos(r)) cos(t), (1 — cos(t)) sen(r)), y(8) = ((1+2cos(t)) cos(1), (1+2cos(t)) sen(t)),
O=st=<2n O=st=2m
- . ™~ 150 // - \\\\

/ 05 \ /"‘_:

\ \ ( [ S~ /
\ \ 05|

2.2 Exercicios: Coordenadas Polares. Faga um esboco das curvas parametrizadas a seguir, indicando o sentido, bem
como os pontos inicial e final da curva:

a) y(1) =(cos(t),sen(r)), € [0,m] n) y(t) = (¢/2sen(t),t/2cos(t)), t€[0,m/2]
b) y() = (cos(t), sen(t)), t € [-m,7/6] 0) y(t)=(sen’t,1— cos?(t)),te[0,7/2]

c) y(#)=Q1-cos(-1t),sen(z)),te€[0,nr] p) ()= (el cos(1),elsen(t)), t € [0,27n]

d) y(#) =(cos(?),2+ sen(—1)),t€[0,7n] qQ v(1) = (e'4cos(r),e'4sen(r)), ¢ € [0,27]

e) y(t)= 2+ cos(t),1—sen(t)),te[0,m/4] 1) y(t) = (e"’4cos(t), e 4sen(t)), t € [0,27]
f) y(t) = (cos(—1),sen(—1)),t€ [0,7/4] s) (1) = (t?cos(2nt), t>sen(2mt)), t € [0,1]
g 7(t) = (cos(2t),2sen(t)), t € [0,7/4] t) y(t) = (t4cos(t), t?4sen(t)), t € [—-m/4, /4]
h) y(#) =(cos(t/2),sen(t/2)),t € [0,7m/4] u) y@)= (eYt4cos(t),e M 4sen(r)), t € [0,27]
i) y(® =(cos(?),sen(t)),te[-n/2,7m/2] v) y(t) =(cos(t),2sen(t)),te€[0,7m/2]

i) 7 = (cos’(t),sen’t), te [-m/2,7/2] w) y(1) = (cos(31), sen(r)), t € [0,7/2]

k) y(t) = (sen(?), cos(?)),te[0,7/2] x) y(f)=(1-cos(f),2-2sen(t)),t€[0,m/2]
D y(t):(sen(t),senzt),te [0,7/2] y) y(t) =@3cos(t),2sen(r)), t€[0,7/2]

m) y(f) =(¢2sen(t),tcos(2t)),te€[0,7m/2] z) y(t)=(2-3cos(t),2—-2sen(?)),te€[0,7m/2]

3 Conicas

Uma coénicano espaco R? é o lugar geométrico dos pontos em R? cujas coordenadas (x, y) satisfazem uma equacéo de
segundo grau em duas variaveis:
Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0, (3:eql)

onde A,B,C,D,E,FeRe A*+ B>+ C?>0.

A equacao (3:eql) é chamada equacdo geral da conica.

Também se diz que as conicas sdo curvas obtidas em R® a partir da intersecdo de um cone com um plano - esta
é uma definicao geométrica, enquanto que a anterior é uma definicdo algébrica. Dependendo da posicdo relativa
entre o cone e o plano, pode-se obter: i) uma elipse (em particular estd a circunferéncia), ii) uma hipérboles, iii)
uma pardbola, iv) duas retas concorrentes, v) uma tinica reta e vi) um ponto. Porém, nesta segunda definicao estdo
ausentes as solucoes vii) duas retas paralelas e viii) o conjunto vazio, que também sao solu¢des da equacao (3:eql), e
portanto também sdo conicas. Abaixo vemos exemplos de equacdes das mesmas:

(i) elipse: %2 +%2 =1; (v) umareta: x* = 0;
Xy (vi) um ponto: x_z + y_2 =0;
(i) hipérbole: — — 2 = 1; 49
9 (vii) duas retas paralelas: x* = 1;
(iii) pardbola:y = 4x%; .

(iv) duas retas concorrentes: x> = y?; (viii) o conjunto vazio: 27 9 - -1
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A seguir estudaremos as conica mais famosas, a partir de suas definicoes geométricas no R?:

3.1 Elipse

Uma elipse, no espaco R?, é o lugar geométrico dos pontos em R? cuja soma das distancias a dois pontos dados (os

focos F, e F») é constante (a distancia 2a). e
d(BF)+d(PF)=2a. -~ ™~
i N
Chame 2¢ = d(F,, F») ( distdncia focal), e seja b tal que b2+c2 = // s \\
a?. Se os focos estiverem situados no eixo x e simétricos em relacio / \
ao eixo y, entao é possivel reescrever a equacao acima na forma L l
) —1 1
2 2 :
x_ + y_ — 1 \\ ///
ag bz - \\ —1F //
\ -
que é chamada equagdo reduzida da elipse. S~ -
-

J& que uma elipse é uma curva, queremos encontrar uma pa-
- . o X s
rametrizacao para a mesma. Facamos a conveniente mudanca de varidveis — = cos(t) e % = sen(#). Utilizando

a
as coordenadas polares, de modo que obtemos x(f) = acos(t) e y(t) = bsen(t), e portanto uma parametrizacio é:
v(t) = (acos(t),bsen(t)), t € [0,27]

3.1 Exercicios: Encontre uma parametrizacdo para cada elipse dada e faca seu esboco:

2 2 2 2 _22 12
42 92 25 3(23 , 162 9 )
-1 -1 2
b —+L =1 g o0 o7 p XY 0y
16 9 4 9 25 36

3.2 Exercicios: Para cada elipse parametrizada a seguir, encontre a equagdo reduzida correspondente e faga seu
esbogo:

a) y(t) =(cos(t),2sen(r)),t€[0,2m] d) v(#) =Bcos(f),2sen(t)), € [0,2n]
b) v(#) = (3cos(t), sen(t)), t € [0,2r] e) y(1)=(2-3cos(1),2-2sen(?)),t€[0,27]
c) y(#)=(1-cos(),2-2sen(?)),te[0,2m] f) y(r)=(2+3cos(t),3—4sen(t)),t€[0,27]

Completamento de Quadrados
Sera muito 1til relembrar um produto notavel: o quadrado da soma (diferenca). Sabemos que

(a+b)?=a’+2ab+b*> e (a-b)?=a*>-2ab+b?

Assim, ao encontrar uma expressdo na forma
a’®+2ab

queremos re-escrevé-la de modo que apareca um quadrado de soma (diferenca):
a®+2ab=a*+2ab+b* - b* = (a* +2ab+ b*) - b* = (a+ b)* - b*
3.3 Exemplos:
L 9x* +6x = 3°x* +2.3%).1+17 - 12 = (32x* +2.3x).1+1%) 1% = Bx+1)*-1
2. y* -6y = y*-2.y3+3*-3% = (y*-2.y3+3%)-3% = (y-3)°-3% = (y-3)*-9

3. 4x%—4x+3 = 22x* -2.2x).1+12 =12 +3 = (2%°%* -2.2x0).1+1%) -1 +3 = 2x-1)*+2

22y2_2.(2y)é+(l)2_(1)2_5 _ (22y2_2'(2y).%+(1)2)_(l)2_5 _ (Zy_})Z_Q

4. 4y*-2x-5
2 2 2 2 2) 4

3.4 Exercicios: Encontre a equagdo reduzida, via completamento de quadrados, e translagdo adequados, e faga seu
esboco:

a) 25x%>+9y?-225=0 d) 16x*>+9y%>+32x+18y-119=0
b) 9x%+4y*-36x+8y+4=0 e) 4x’+y*+16x+4y+4=0
c) 16x>+4y>+64x+16y+16=0 f) 9x%+16y°> -54x+96y+81=0
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3.2 Hipérbole

061 Uma hipérbole no espago R? é o lugar geométrico dos pontos em R? cuja
diferenca das distancias a dois pontos dados (0s focos F) e F,) é constante
(a distancia 2a).

|d(P, F1) —d(P F>)| =2a.

04
Chame 2¢ = d(F,, F»>) ( distdncia focal), e seja b tal que a® + b? = c?. Se os
focos estiverem situados no eixo x e forem simétricos em relagdo ao eixo

o2 ¥, entdo é possivel reescrever a equagdo acima na forma

2y .
a? b
que é chamada equagdo reduzida da hipérbole.
Também queremos encontrar uma parametrizacdo para a hipér-
bole. Desta vez utilizaremos outra identidade trigonométrica: sec®(t) =

—02r tan?(f) + 1 que pode ser reescrita como sec?(t) — tan?(f) = 1. Agora fa-

. i X
zemos a conveniente mudanca de varidveis — = sec(t) e % = tan(?), ob-
a

tendo x(¢) = asec(t) e y(t) = btan(t), e portanto uma parametrizacao é:
y(t) = (asec(t),btan(z)), t € [0,27].
Note que a hipérbole é constituida por duas curvas, simétricas em re-
-~ lacdo a um eixo central (que é a mediatriz dos focos!), denominadas fo-
06" lhas, e s6 é possivel parametrizar uma por vez.

3.5 Exercicios: Encontre uma parametrizagao para cada hipérbole dada e faca seu esbogo:

2 2 2 2 —92)2 1)2
a) —-Y - 9 XY o X2 _EDT
4,9, 25 36 ) 6 9

-1 1 2
S A d) x-1D7 (-1 -1 _(x+3) +(y+ ) 1
16 9 4 9 25 36

3.6 Exercicios: Para cada hipérbole parametrizada a seguir, encontre a equac¢ao reduzida correspondente e faca seu
esboco:

a) v(1) =(sec(s),2tan(s)),t€[-n/2,7/2] g v() = (sec(s),2tan(¢)),t€ [n/2,37/2]

b) y(1) = (3sec(?), tan()),te[-n/2,7m/2] h) y(#) = (3sec(?), tan(#)),t € [n/2,371/2]

c) y()=1-sec(t),2-2tan(s)),t€[-n/2,7m/2] i) y(©)=Q0-sec(t),2—2tan(r)), t € [n/2,3n/2]

d) y(t) =3sec(t),2tan(?)),te[-n/2,7m/2] j) y(®) =@3sec(?),2tan(t)), t € [-3n/2,—m/2]

e) y(1)=(2-3sec(r),2—-2tan(s)),t€[-n/2,7/2] k) y(t)=(2-3sec(t),2—-2tan(t)),t € [-3n/2,—m/2]
f) y(®)=(2+3sec(t),3—-4tan(s)),te[-n/2,7m/2] D) y() =2+3sec(t),3—4tan(t)), t € [-3n/2,-m/2]

3.7 Exercicios: Encontre a equacdo reduzida, via completamento de quadrados, e translacdo adequados, e faga seu
esboco:

a) 25x°-9y?-225=0 d) —-16x*>+9y?-32x+18y—151=0
b) 9x*>-4y?-36x-8y-4=0 e) 4x>—y>+16x—4y—4=0
c) 16x*—4y>+64x-16y—16=0 f) 9x>—16y?>-54x+96y+33=0

20

3.3 Pardbola

Uma pardbola no espaco R? é o lugar geométrico dos pontos em R?> que \

equidistam de um ponto (o foco F) e reta (a diretriz r) dados, sendo p a 15 ,

distdnciade Fa d. /
d(PF)=d(Pd). /

Se a diretriz for paralela ao eixo x, e se F estiver sobre o eixo y e acima do \ 1o /

eixo x, entdo € possivel reescrever a equacio acima na forma /
2 \

x“=2py \ /

05

que é chamada equagdo reduzida da pardbola.

Também queremos encontrar uma parametrizacdo para a parabola. \

Basta fazer x = t, e y = t?/(2p), obtendo: y() = (¢, >/ (2p)), t € R. ‘ N

L L L
-10 05 05 10

3.8 Exercicios: Encontre uma parametrizacdo para cada pardbola dada e faca seu esboco:
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a) 2=y 0 x*=-6y e —(y+1)?=2(x-2)
b) y>=2x d x-D*=y+2 f) (x+3)*=-6(y+1)

3.9 Exercicios: Para cada pardbola parametrizada a seguir, encontre a equacgdo reduzida correspondente e faca seu
esboco:

a) y(H)=(t,3t9),t€(0,1] d) y(=((t-1331),te[-2,2]
b) (1) =(-2t,1%),te[-1,1] e) (1) = (=41, (t-1/2)%), r€[0,4]
o y(O=(%2-1),te(-1,2] f) y(t)=2—-1,3(t+1)%),te[-2,1]

3.10 Exercicios: Encontre a equagdo reduzida, via completamento de quadrados, e translacdo adequados, e faga
seu esboco:

a) x>+4x-y+5=0 © yP-x—4y+1=0 e) x>-10x-2y+23=0
b) x>-2x-y+3=0 d y>-x+6y+11=0 f) y>+3x-12y+48=0

4 Mudanca de Parametro

Queremos representar todo tipo de curva, e para descrevé-la devemos levar em conta: i) sua imagem,; ii) o sentido a
percorré-la; iii) seu dominio.

Em muitos problemas de fisica/engenharia a parametrizacao de uma curva podera representar a trajetéria de um
objeto em funcgao do tempo, e dai serd possivel calcular a posicao e velocidade instantdneas do mesmo, bem como
o comprimento do percurso percorrido - essas informacées poderao variar segundo a parametrizacao escolhida. Por
isso, ao dizer que y é uma curva orientada, referimo-nos ndo apenas a sua imagem, mas também ao sentido em que
a percorremos, na medida em que t varia em seu dominio.

OBS: 0 dominio sempre € percorrido em sentido crescente!!!

A seguir veremos parametrizacdes distintas, que apresentam a mesma imagem. Ou seja, estamos representando
amesma curva C = Im(y;) = Im(y,) = Im(ys), de modos diferentes:

4.1 Exemplos:

L. r1(0)=(z,20),te[-1,1]; 2. r1(0)=(t,2t,31),t € [-1,1]; 3. (= 1-1),te[0,1];
y2(t) = (¢/2,1), t € [-2,2]; y2(t) = (31,61,91), t € [-1/3,1/3]; y2(t) = (sen’t t, cos’t), t € [0,7/2];
y3(t) = (£3,213), te [-1,1]. y3(t) = (£3,213,313), te [-1,1]. y3(t) = (cos’t,sen’t 1), t € [n/2, 7).

A

2k
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4. y1(1) = (t—sen(t),1 - cos(?)), t € [0,4n];

y2(8) = (£ — sen()%,1 - cos(£)?), t € [0,2 /7).

1° Semestre 2017 Ximena Mujica - DMat - UFPR

5. y1(8) = @2t-sen(t),2—2cos(f)), t € [0,47];
y2(8) = (2v1 - sen(v/1),2—2cos(v1), t € [0,167].

Y4
3
2
1

6. v1(8) =(t/m, cos(21),2sen(t)), t€[0,4n];
Y2(t) = (¢, cos(2mt), sen(2nt)), t € [0,4].

4.2 Definigdo: Dizemos que 7 : [, b] — R*( ou R®) foi obtida a partir de y : [a, b] — R*( ou R®) por uma mudanga
de parametro que conserva a orientagdo, se existe uma funcao g : [a, b] — [a, b] sobrejetiva, continua e estritamente

crescente, tal que y(u) = yo g(u) = y(gw)).

Y

f 5 10 15 20 25

7. v1(8) = (cos(21), t/m,2sen(t)), t € [0,47];
v2(t) = (cos(2mt), t,sen(2nt)), t € [0,4].

Vejamos nos exemplos 1. a 7. quais foram as mudancas de pardmetros utilizadas:

4.3 Exemplos:

1. i(®) =(t,20),t€[-1,1],

g [-2,2] — [-1,1]
u — ul/2

Yo(u) =7y10go (1) = (u/2, u)

g: [-1,1] — [-1,1]
u — ud

y3(w) =y10g83(w) = (u3,2ud)
2. y1(1) =(¢,2t,31),t€[-1,1]

g: [-1/3,1/3] — [-1,1]
u — 3u
Y2(u) =y10g(u) = (Bu,6u,9u)
g: [-1,1] — [-1,1]
u — u3

ys(u) =y10g3(w) = (w3,2u?,3u®)
3. Yl(t) = (t; 1- t)r te [0» 1])

g&: [0,7/2] — [-1,1]

u —  sen’u
Y2 (1) =1 0 g2 (1) = (sen®u, cos?u)
g: [n/2,n] — [-1,1]

u —  cos’u

y3(u) = y1 0 g3(u) = (cos®u, sen’u)

4.4 Exercicios: Mudanga de Pardmetro que Preserva o Sentido. Faca uma mudanca de parametro, definindo cada

curva no intervalo [0, 1]:

4. y1(t) = (t—sen(r),1 - cos(?)), € [0,4n],
g [0,2y/m] [0,2y/7]
u u?

—_

—

Y2(u) =y108 (W) = (u?—sen(w)?,1- cos(u)?)

5. v1(8) = 2t—-sen(t),2—-2cos(1)), t €[0,4m],

g 10,167%] — [0,47]
u —  Ju
Y2(u) = y10 g = 2yu — sen(vu),2 -
2cos(vu))

6. y1(1) =(t/m, cos(21),2sen(r)), t € [0,4n],
g [0,4] [0,47]
u — Tu
Y2 (u) =vy1082(u) = (u, cosnu), sen(2ru))

e

7. y1(1) =(cos(2) t,t/m,2sen(t)), t € [0,4n];
g: [0,4] [0,47]
u — ul/2
v2(u) = (cos(2nu), u, sen(2nu)), u € [0,4].

e
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a) yv(1) =(cos(t),sen(r)),t € [~m,0]

b) v(#) =(cos(#),—sen(r)),t€[0,7n]

c) y()=(t?-13),te[-1,0]

d) y()=(-t,(t+1)?),t€[-3,0]

e) y(t)=(-t?,12),te[-1,1]

f) y()=(t,13),te(1,3]

g) y() =(3cos(),2sen(1)),t€[0,7m/2]
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h) y(#)=(2-3cos(t),2—-2sen(¢)),t€[0,7/2]
i) y(©)=(2-3cos(1),2—-2sen(?)),t€[0,2n]
) v(®)=(2+3cos(t),3-4sen(1)),te€[0,2r]
k) y(®)=(2-3sec(t),2—-2tan()),t € [0,2n]
D y(#) =(2+3sec(t),3—4tan(t)), t € [0,2n]
m) y(t) = (-4t,(t—1/2)%),t€[0,4]

n) y(H)=02-t3(t+1)?),te[-2,1]

Mas, se quisermos inverter o sentido em que a curva é percorrida:

4.5 Definicdo: Dizemos que : [a@, b] — R?( ou R%) foi obtida a partirde y: [a,b] — R?( ou R3) por uma mudanca
de parametro que inverte a orientagdo, se existe uma funcao g : [a, b] — [a, b] sobrejetiva, continua e estritamente

decrescente, tal que y(u) =yo g(u) = y(g(w)).

Vejamos nos exemplos 1. a 7. como inverter os sentidos percorridos:

4.6 Exemplos:

1. 1(®0) =(¢,20),t€[-1,1]:
h: [-1,1] — [-1,1]

u — —Uu
Y1(8) =y10h(w) = (—u,—2u);

hy: [-2,2] — [-1,1]

u — —ul2
Y2(u) =y10ho(u) = (—u/2,—u);

hsy: [-1,1] — [-1,1]

u - —ud
¥3(u) =710 hg(u) = (—u?,—2u®).
2. y1() = (t,2t,31),t€ [-1,1]:

hi: [-1,11 — [-1,1]

u — —Uu

Y1) =y10oh (W) = (—u,—2u,-3u);
hy: [-1/3,1/3] — [-1,1]

u — -3u
Y2(u) =7y10hy(u) = (-3u,—6u,—9u)
hy: [-1,1] — [-1,1]

u — —u3
¥3(u) =y10hs(w) = (-u?,-2u3,-3u?)
3. n(O=(t,1-1),r€10,1],

hi: [0,1] — [0,1]

u —  1-u

Y1) =yiohi(w) =1-u,u);
hy: [0,m/2] — 0,1

u — 1-—sen?tu

Y2 (1) =1 0 ho(u) = (1 - sen®t u, sen®t u)
hy: [n/2,n1] — [0,1]

u — 1+ cos?u

¥3(u) =1 0 hg(u) = (1 + cos®u,—cos?u)

4. y1(1) = (t—sen(t),1 - cos(?)), t€ [0,4rn],
hi: [0,4m] — [0,4m]
u — Am—u

71(8) = y10ohi(w) = (4m — u + sen(u),1 —

cos(u));
hy: [0,2y/7] — [0,47]
u —  Am—u?
Yo(u) = y1 0 ha(u) = (4w — u? — sen(u)?,1 -
cos(u)z)

5. v1(8) = 2t—-sen(1),2-2cos(1)), t €[0,4m],
hy: [0,4m] — [0,4m]

u — Adm—u
71(8) = y10h (W) = 8w —2u + sen(u),2 —
2cos(u));
hy: [0,167%] —  [0,47]
u — 4n—-\u

Y2(u)=y10hy(u) =
(87 —2v/u—sen(v/u),2—2cos(vu))

6. y1(0) = (t/m, cos(21),2sen(t)), t € [0,4n],
hi: [0,4m] — [0,4m]
u — 4n—-u
Y1(t) =y10h (1) = (4—u/m, cos(2u), —sen(2) u);
hy: [0,4] — [0,47]
u —  Anm—-7nu
Y2 (u) =y1082(u) = (4—4ul/n, cosnu),—sen(2nu))

7. v1(8) = (cos(2) t, t/m,2sen(t)), t € [0,4n];
hi: [0,4n] — [0,4m]

u — A4n—-u
y1(®) = y1 o mw = (cos(2u),4 -
4u/m,—sen(2) u);
hy: 1[0,4] — [0,4m]

u —  Am—-7u
Yo(w) = vy1 0 g = (cosru),4 -
4ulm,—sen(2nu))

4.7 Exercicios: Mudanga de Parametro que Inverte o Sentido. Para cada parametrizacdo, inverta o sentido percor-

rido:

a) v()=(t21),t€(l,4]
b) y() =2t 1),t€(1,4]
c) y(#) =(cos(-1),sen(-1)),t€[0,m/4]
d) y(f) =(2cos(t),2sen(t)),te[0,m/4]

e) y(t) = (cos(t),sen(r)),te[0,m]

f) y(®) =(cos(t),sen(?)),te[-m,m/6]

g) v() =(3cos(f),2sen(?)),t€[0,m/2]

h) y(#)=(2-3cos(t),2—-2sen(?)),t€[0,7/2]
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i) y(®) =(cos(?),2sen(r)),t€[0,2m] ) y(#) =3sec(?), tan(?)),t € [0,2mn]
) v =@Bcos(1), sen(1)), t € [0,27] m) y(1)=(5,3°),1€(0,1]
k) y() = (sec(#),2tan(?)), t € [0,27] n) y()=(-2¢, tz), te[-1,1]

4.8 Exercicios: Para cada parametrizacdo, faca uma mudanca de parametro que preserve o sentido e outra que
inverta o sentido percorrido, sempre definindo cada curva no intervalo [0, 1]:

a) y(H)=(-t31%),te[-1,1] g y(t)=(1-cos(t),2-2sen(t)),t € [0,27]
b) y(1) =(-t,sen(?)),t € [-2m, 2] h) y(#) = (3cos(t),2sen(?)),t€[0,27]

c) y(t) =(-t?sen(t),te [m,7] 1) y(®)=Q0-sec(t),2—2tan(z)), ¢ € [0,27]
d) y(t) =1 - cos(—t),sen(t)), te[0,mn] i) y(®) =(3sec(?),2tan(?)), t € [0,27]

e) y(t) = (cos?(t), sen’t), t€ [-m/2,7/2] K y()=(*2-1,te[-1,2]

f) y(t) =(sen(t), cos(t)),t€[0,7/2] D) y(H=(t-12%30),te[-2,2]

5 Coordenadas Cilindricas

A fim de representar todo tipo de curva no es-
paco R3, é 1itil conhecer as coordenadas cilin- R
dricas: ao plano polar, acrescentamos o €ixo N
Oz, (passando por O, é claro!) e perpendicu- T p
lar a ele. Desse modo, a relagao entre as co- P
ordenadas cartesianas e as coordenadas cilin- ’

dricas, é: :
x=pcos(@) 0=<O<2m . |
Cada ponto P do espaco fica determinado por y=psen@ 0<p , |

suas coordenadas cilindricas (0, p, z), onde 6 z=2z
é a medida em radianos do angulo entre o 0
eixo polar Ox e o segmento OP, medido nesse
sentido, p é o comprimento do segmento OP
(0 =0), e z é a projecao ortogonal do ponto P
sobre o eixo Oz.

5.1 Exemplos:

1. y(#) = (cos(10%), sen(10%),¢/m),0< t <27 2. y(¥) = (cos(1), sen(r),—sen(71)), 0=t <2n

WAV,

Y

\
[

A

/
/

,—\Fi‘{( -
A
/
/
[ /
[

-10

)
/

5.2 Exercicios: Coordenadas Cilindricas. Faga um esboco das curvas parametrizadas a seguir, indicando o sentido,
bem como os pontos inicial e final da curva:
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a) y(f) = (cos(?),sen(?),0),0=t=<2m

b) y(t) = (cos(?),sen(?),1),0<t<2n

c) y(t) =(cos(?),sen(t),2),0=t=m

d) y(#) = (cos(?),sen(?),-1),-m<t=<0

e) y(f) = (cos(?),sen(?),1),0<tr<2m

f) y() = (cos(2t),sen(21),1),0<t<2m

g) y(#) = (cos(0),sen(0),),0=r=<1

h) y(#) = (cos(n/3),sen(n/3),t/2m),0< t<2x
i) y(©) = (cos(t/2),sen(t/2),t/m),0<t<2m
j) (@) =(cos(1),3sen(r),0),0<t=<2n

k) v(#) = (2cos(t),sen(t),1),0<t<2n

D y(t) = (cos(t), sen(t), t?),0< t <27

m) y(r) = (cos(?),sen(r),e"),0<r<2xw

1° Semestre 2017

n) y(#) = (cos(1), sen(t),3), —2n<t<2n

0) (1) = (cos(r), sen(t),e "),0<r<10m

p) y(t) = (cos(?),sen(?),In(#)),0,5<t<27+0,5
q) y(#) =(cos(®),t,sen(?)),0<t=<m

r) y(1) =(t,cos(t),sen()),0<t<m

s) y(#)=(1/t,sen(t/2),cos(t/2)),t<t<3m

t) y(1) =(sen(s),t,cos(f)),0=st=m

u) y(1) =(cos(t/2),t/m, sen(t/2)),0< t<2m

v) y(1) = (sen(1), 1%, cos(t)),0< t<2n

w) y(0) = (e!, cos(t),sen(r)),0< r<2m

x) y(f) = (cos(t), sen(r), sen(t/m)), —2n <t <2n
y) y(t) = (e %, cos(),sen(?)),0< r<10m

z) y(t) = (sen(t/m),In(¢), cos(t/m)),e< t<10m

Dica: procure identificar quem corresponde a g e p.

6 Coordenadas Esféricas

Também sdo muito tteis as coordenadas
esféricas: ao plano polar, acrescentamos
outro semi-eixo polar Oz, (passando por
O, é claro!) e perpendicular a ele. Desse
modo, a relagdo entre as coordenadas car-
tesianas e as coordenadas esféricas, é:

Cada ponto P do espaco fica determinado
por suas coordenadas esféricas (0,¢,R),
onde 6 é a medida em radianos do angulo
entre o eixo polar Ox e o segmento OP, ¢
é a medida em radianos do angulo entre
o eixo polar Oz e o segmento OP,e Ré o
comprimento do segmento OP (R = 0).

6.1 Exemplos:

1.y(¥) = (cos(10%) sen(t/2), sen(10t) sen(t/2), cos(t/2)),

0<t=<2nm

CURVAS NO PLANO R? E NO Espaco R3

z
L pP
X = Rcos(0) sen(¢) /
¥ = Rsen(0) sen(¢) ‘
z=Rcos(¢) ¢ /R :
0<@=<2n 0 :
Os¢p=m S~ ‘
0<R 0 T :
! 1Y S
x : p

6.2 Exercicios: Coordenadas Esféricas. Faca um esboco das curvas parametrizadas a seguir, indicando o sentido,

bem como os pontos inicial e final da curva:

2. y(t) = (sen(r) cos(101), sen(?) sen(10%), cos(¢/2)),
0<t<2n
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a) y(¥) = (cos(t) sen(m/2), sen(t) sen(w/2), cos(n/2)), t €
[0, 2]

b) y(#) = (cos(#) sen(27/3), sen(t) sen(2x/3), cos(27/3)),
tel0,m]

c) y(#)=(cos(?) sen(r/3), sen(t) sen(x/3), cos(m/3)),
tel—-n/2,m/2]

d) y(#) = (cos(7m/6) sen(z), sen(77n/6) sen(t), cos(¢)), te
[0, 7]

e) y(1) = (cos(7m/6) sen(t), sen(7m/6) sen(z),—cos(r)),
tel0,m]

f) y(t) = (cos(?) sen(t/2), sen(r) sen(t/2), cos(t/2)), t €
[0,27]

g) y(1) = (2cos(f) sen(t/2),2sen(t) sen(t/2), cos(t/2)),
te0,2m]

h) y(#) = (cos(2t) sen(?), sen(2¢) sen(t), cos(?)), t € [0, 7]
i) y(t) = (cos(3¢) sen(t/2), sen(3¢) sen(t/2), cos(t/2)),
te[0,2m]

j) Y(©) = (cos(41) sen(¢/2), sen(4t) sen(t/2), cos(t/2)),
te0,2m]

k) y(1) = (cos(?) sen(?), sen(¢) sen(t), cos(#)), t € [0, 7]

D) y(1) = (cos(?) sen(2t), sen(t) sen(2¢), cos(2¢)), t € [0, 7]

Dica: procure identificar quem corresponde a 6, ¢ e R.

6.3 Exercicios: Misceldnea. Faga um esboco das curvas
os pontos inicial e final da curva:

a) y() = (cos(t) sen(m/2), sen(t) sen(r/2), cos(nm/2)), t €
[0,27]

b) y(#) = (cos(#) sen(27/3), sen(t) sen(2x/3), cos(27/3)),
tel0, ]

c) y(t)=(cos(?) sen(x/3), sen(s) sen(n/3), cos(mw/3)),
te[-n/2,7m/2]

d) y(#) = (cos(7m/6) sen(t), sen(7x/6) sen(t), cos(t)), te
[0,7]

e) y(1) = (cos(7m/6) sen(t), sen(7x/6) sen(t),—cos(¥)),
tel0,m]

f) y(t) = (cos(?) sen(t/2), sen(t) sen(t/2), cos(t/2)), t €
[0, 2]

g) v(#) = (2cos(f) sen(t/2),2sen(t) sen(t/2), cos(t/2)),
te0,2m]

h) y(#) = (2cos(t) sen(?),2sen(¢) sen(t), cos(z)), t € [0, 7]
i) y(1) = (3cos(¥) sen(t/2),3sen(t) sen(t/2), cos(t/2)),
te[0,2m]

j) y(t) = (4cos(¢) sen(¢/2),4sen(t) sen(t/2), cos(t/2)),
te0,2m]

k) y(1) = (cos(?) sen(?), sen(¢) sen(t), cos(#)), t € [0, 7]

D) y(1) = (cos(?)2sen(t), sen(t)2sen(?), cos(21)), t € [0, 7]

Dica: procure identificar quem corresponde a 6, ¢ e R.

6.4 Definicdo: Uma curva suave em R? (ou em R%), é uma curva y(t) que tem derivada

nao nula em cada ponto interior a seu dominio a < t < b.
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m) Y(#) = (cos(f)sen(31),sen(f)sen(3¢),cos(3t)), ¢ €
[0, 7]
n) y(#) = (cos(#) sen(t), sen(r) sen(t), cos(t)), t € [0,27]

o) v(r) = (cos(r) sen(21), sen(t) sen(2t), cos(2t)), t €
[0,2m]
p) 7y() = (cos(f) sen(31), sen(r) sen(3f), cos(31)), ¢ €
[0,27]

q) y(t) = (cos(2nt) sen(rwt?), sen(2wt) sen(mt?), cos(wt?)),
te[0,1]

r) y(©) = (cos(?) sen(we™"), sen(s) sen(me™!), cos(me™)),
t €[0,00)

s) y(#) = (cos(f) sen(t/2), sen(f) sen(t/2), cos(t/2)), t €
[0,27]

t) v(t) =(sen(s),t,cos()),0=t=<m

u) y(1) = (cos(t/2),t/m, sen(t/2)),0<t<2m

v) y(t) = (sen(t),t?,cos(t)),0< t <27

w) y(1) = (e', cos(t), sen(r)),0< r <27

x) y(t) = (cos(?), sen(?), sen(t/m)), -2n<t<2n

y) v(t) = (e %, cos(z), sen(?)),0< t <107

z) y(1) = (cos(t) sen(me™ "), sen(f) sen(we™"), cos(me™)),
t€[0,00)

parametrizadas a seguir, indicando o sentido, bem como

m) y(#) = (cos(f)3sen(),sen(t)3sen(r),cos(3t)), ¢ €
[0, 7]
n) y(#) = (cos(#) sen(?), sen(s) sen(tr), cos(t)), t € [0,27]

o) vy(1) = (cos(r)2sen(r),sen(t)2sen(t), cos(2t)), t €
[0,27]
p) vy(t) = (cos(r)3sen(t),sen(s)3sen(r),cos(3t)), t €
[0,27]

q) y(t) = (cos(2nt) sen(rwt?), sen(2wt) sen(mt?), cos(wt?)),
te[0,1]

r) y(©) = (cos(?) sen(re™?), sen(s) sen(me™?!), cos(me™)),
1€ [0,00)

s) y(f) = (cos(f) sen(t/2), sen(t) sen(t/2), cos(t/2)), t €
[0,27]

t) y(t) =(sen(s),t,cos()),0=st=<m

u) y(1) =(cos(t/2),t/m, sen(t/2)),0<t<2m

v) y(t) = (sen(1), 1%, cos(t)),0< t<2n

w) (1) = (e!, cos(t),sen(?)),0< r <27

x) y(1) = (cos(?), sen(), sen(t/m)), —2n <t <2n

y) y() = (e, cos(z),sen(?)),0< r< 107

z) y(1) = (cos(t) sen(me™7), sen(z) sen(we 7), cos(me™ ")),
e [0,00)

dx dy
dt’ dt

dy

dt

|

) continua e

Curvas suaves sao necessarias para resolver integrais de linha, que aparecem em problemas de célculo de compri-

mento de trajetéria e de trabalho, por exemplo.
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